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1. Origenes y desarrollo del concepto de derivada. La inveran del
Célculo

El concepto de derivada presupone los de funcién y de limiteidnal, los cuales, como ya
hemos visto en capitulos anteriores, tuvieron una larglueidm hasta alcanzar su significado
actual, por eso la definicién de derivada es relativamegient. No obstante, técnicas en las que
podemos reconocer el uso, mas o menos explicito, de desiveelhan venido usando desde el siglo
XVII, incluso antes de que Newton y Leibniz, en el Gltimo terde dicho siglo, las formularan en
términos ddluxionesy decocientes diferencialegspectivamente. Durante los siglos XVIII y XIX
las derivadas fueron ampliamente desarrolladas y apcadaampos muy diversos y no fueron
definidas en los términos actuales hasta el Gltimo tercisigkd XIX. Todo este proceso lo resume
la historiadora de las matematicas Judith V. Grabiner erfrasa feliz P’]: “Primero, la derivada
fue usada, después descubierta, explorada y desarrollafil@aymente, definida”

En lo que sigue vamos a repasar muy someramente este préaksnas de la referencia
antes citada, he seguido de cerca los trabajos de Kirstirdadd!], Israel Kleiner []] y Gonzélez
Urbaneja ).

1.1. Las mateméticas en Europa en el siglo XVII

Es conocido que la carencia de una teoria aritmética setisfa de las cantidades inconmensu-
rables, hizo que los matematicos griegos consideraranden€tgia como una ciencia mas general
que la Aritmética, lo que condujo al desarrollo de un algglex@métrica que fue usada por Euclides,
Arguimedes y Apolonio para realizar sus calculos. La caresgcia de esta actitud fue que durante
casi 2000 afios, en Europa, casi todo razonamiento matenmificoso se expresd en lenguaje
geomeétrico.

Ya hemos comentado en capitulos anteriores cémo la heraratiematica griega pasé a los
arabes de donde regres6 a Europa ya en el siglo XIl. En esgflos sie desarrollé sobre todo la
aritmética y los comienzos del algebra. Pero hay que espasta el siglo XVl para que en Europa
empiecen a notarse cambios significativos en la forma de hzatematicas y a lograr avances que
abren nuevas perspectivas. Las caracteristicas priasip@ las matematicas en el siglo XVII en
Europa son las siguientes.

e Asimilacién y sintesis de la tradicion clasica griega y égbldo arabe.
e Se sigue admirando el rigor demostrativo euclidiano pefausean procedimientos heuris-
ticos. Se impone la idea de “primero descubrir y luego deradst



e Progresos decisivos en el simbolismo algebraico (Viéeyist Concepto de cantidad abs-
tracta.

e Invencién de la geometria analitica por Fermat y Descartes.

e Multitud de nuevas curvas, muchas de ellas curvas mecarioas la cicloide, que lle-
van consigo problemas de tangentes, cuadraturas, ceptgyavkedad, maximos y minimos,
rectificaciones.

e Invencion de métodos infinitesimales para tratar probletheasuadraturas, tangentes, maxi-
mos y minimos. Libre uso del infinito.

¢ Inicios del estudio matematico del movimiento. Conceptoafdidad variable.
e La Revolucion Cientifica protagonizada por Copérnico, |€aly Kepler. Mecanicismo.

e Invencion de los logaritmos por Neper. Progresos de larawinéa y de la trigonometria.
Desarrollo de la 6ptica.

e Creacion de instituciones cientificas como la Royal So¢i#8g0) en Londres y la Académie
des Sciences (1666) en Paris y comienzo de las publicacimrfficas periddicas.

En el periodo de 1630 a 1660 empiezan a usarse técnicas emel@g®demos apreciar el uso
de derivadas. Suelen ser técnicas especificas para regsaiisrmas concretos de forma empirica,
con frecuencia dichas técnicas no se justifican sino quelainente, se comprueba que propor-
cionan soluciones correctas. Los matematicos de la épantesesaban por problemas de dptica,
por ejemplo, determinar la forma de una lente que hace ques tod rayos luminosos paralelos
entre si o los que parten de un Unico foco, después de atrdadsate, converjan en un Unico
punto. Problemas fisicos, como la determinacién de la ¢tayi@ de un cuerpo que se mueve al-
rededor de un centro y que cae al mismo tiempo hacia ese @amtraceleracion constante. Otros
problemas consistian en el calculo de tangentes y de val@esnos o minimos. Estaban, ademas,
los problemas relacionados con la integral (cuadraturagsé&le superficies, centros de gravedad,
rectificaciones de curvas,) que consideraremos en el capitulo correspondiente.

1.2. Caélculo de tangentes y de valores extremos

Los matematicos de la antigliedad sabian como trazar tasgerdiversos tipos de curvas.
El concepto de tangencia de los griegos es estatico y, irakmte, geométrico. Inicialmente, la
tangente se considera como una recta que toca a la curvargnaoEsta definicion resultaba
apropiada para la circunferencia pero no lo era para otnagsuEn el siglo Ill a.C., Apolonio
definié la tangente a una seccion conica y procedié a detartaian cada caso. Las técnicas para
el calculo de tangentes eran, por supuesto, geométricascit&as como la espiral de Arguimedes
o la concoide de Nicomedes estas técnicas no eran de gridaditil
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Con la invencion de la geometria analitica, habia una envamedad de nuevas curvas para
cuyo estudio no servian los métodos tradicionales. Losm@teos del siglo XVII se vieron en la
necesidad de inventar nuevas técnicas para calcular tasg&amos a considerar algunas de las
aportaciones mas significativas.

1.2.1. Elmétodo de maximos y minimos de Fermat

En 1637 Fermat escribié una memoria titulddathodus ad disquirendam maximan et mi-
nimam (“Método para la investigacion de maximos y minimos”). Ela sk establecia el primer
procedimiento general conocido para calcular maximos ymuis. Fermat se expresa como sigue.

Toda la teoria de la investigacion de maximos y minimos sepmiconsideracion de dos in-
cégnitas y la Unica regla siguiente:

1. Seaa una incégnita cualquiera del problema (que tenga una, desalimensiones, segin
convenga al enunciado).

2. Se expresara la cantidad maxima o minima por media ele términos que pueden ser de
cualquier grado.

3. Se sustituira a continuacion la incognita origimapor a+ €, y se expresara la cantidad
maxima o minima por medio dey e, en términos que pueden ser de cualquier grado.

4. Se “adigualard para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cahtidaxima o
minima.

5. Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tragloesultar4 que a ambos lados
habra términos afectados de de una de sus potencias.

6. Se dividiran todos los términos pey o por alguna potencia superior dede modo que
desaparecera kg de al menos uno de los términos de uno cualquiera de los dosbmos.

7. Se suprimiran, a continuacion, todos los términos dondaviadaparece la o una de sus
potencias, y se igualalo que queda, o bien si en uno de loshnismo queda nada, se igualara,
lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con sigsitiyp a los afectados con signo
negativo.

8.La resolucion de esta Ultima ecuacién dara el vala, dgie conducird al maximo o minimo,
utilizando la expresién original.

Fermat ilustraba su método hallando el puBtde un segmentdC que hace maxima el area del
rectangulcAE.EC.

Pongamo#\C = b.

1. Seaa uno de los segmentos, el otro sera a.

2. El producto del que se debe encontrar el maximioeesa?.

3. Sea ahora+eel primer segmento de el segundo segmento séxéa—e,yel  producto
de segmentosa— a2 + be— 2ae— €.



4. Se debeddigualar” al precedenteba— a2 + be— 2ae— € ~ ba— a2.
5. Suprimiendo términos comundse ~ 2ae+ €.

6. Dividiendo todos los términos perb ~ 2a+e.

7. Se suprime l& b = 2a.

8. Para resolver el problema se debe tomar por tanto la méthd d

El recurso de hacex= 0 es equivalente a lo indicado en la instruccion 7 de Fernsib &a
precisamente lo que se hacia al aplicar el método, a pesaredentes era necesario dividir mr
lo que resultaba algo contradictorio.

Debemos observar que el método de Fermat da una condiciésaric para los maximos y
minimos, pero esa condicion no es suficiente y tampoco disgtimaximos de minimos. Es un
método puramente algebraico y algoritmico, no geométrico.

Es tentador reproducir este razonamiento en términoslastddagamos = x, e =AX, y pon-
gamosf (x) = x(b—x).
1-5 f(x+ Ax) — f(x) ~ 0.
f(x+ Ax) — f(X)

6 ~ 0.
AX
78 (f(x+Ax)—f(x)> _0
AX =0

Para funciones derivables podemos interpretar todo esto cuie el valor d& que hace maximo
o minimo af(x) es la solucion de resolver la ecuacion

£(x) = LL"(L”O f(x+ AZ))(_ f(x)

=0

Sin embargo, esto significa extrapolar demasiado el cataearstricto del método. Lo que estamos
haciendo es interpretar con nuestra mirado de hoy lo queHermat. En primer lugar, Fermat no
pensaba en una cantidad como una funcién, y por eso habladidad maxima o minima”, no
de una funcién que alcance un méaximo o un minimo. Fermat ne tiara la nocién de variable
independiente. El esta pensando en una ecuacion algebomiados incognitas que interpreta co-
mo segmentos, es decir, magnitudes lineales dadas. Feonuigicfa nada acerca de qeiéuese
un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequefia, y &aaho no implica ningln concepto
de limite, sino que es puramente algebraico. Ademas, lai@dnd no tiene sentido en esta in-
terpretacion. Los problemas a los que Fermat aplicé su métod problemas de construcciones
geométricas mas que de optimizacién de cantidades.



1.2.2. Elmétodo de las tangentes de Fermat

En la misma memoria antes referida, Fermat, determina tasgénte a una parabola haciendo
uso de su método para maximos y minimos. Su razonamientaressigue.

T'l/
P
P
R
e
T \ Q Q1

Figura 1. Célculo de la subtangente

En la figura @), el segmentd Q es la subtangente a la paradbola en un punto &ad vértice
de la parabola e¢. Teniendo en cuenta que los triangulo@Py T Q;P; son semejantes, resulta

T TQ
— < 1
PQ  TQ (1)
Teniendo en cuenta ahora la propiedad de la parabola
VQ_ POt
VQ  PQ
y queP1Q; < T1Qq, deducimos que:
Vv T
VQ T TQ

Pongamos ahord Q = a, que es la abscisa de la pardbolaRerconocida porque se conoée
Hagamos tambié Q = x que es la subtangente que queremos calcul@Qy= e. La igualdad
(2) se expresa por:

at+e (x+e)?
— <

- v — ax +exX < ax + 2aex+ a€

Fermat aplica su método de maximos y minimos y sustituyedesigualdad por ladigualdad

ax +exX ~ ak + 2aex+ ae



Cancelando términos y dividiendo ppobtenemos
X2 ~ 2ax+ae

Eliminando ahora el término que queda &rgualando y simplificando pax, se obtienes que
X = 2a, resultado ya conocido de la Antigliedad y que expresa quétarggente es el doble de la
abscisa.

Realmente no se entiende bien larazén de por qué Fermat nsg@io de maximos y minimos
para calcular tangentes y Descartes hizo una dura critieatdéorma de proceder. Para responder
a estas criticas, Fermat desarrolld, en una memoria de 1Li&3@iocedimiento bastante general
para calcular tangentes que, con notacion actual, podezsamir como sigue. Sda= (x,y) un
punto de una curvd(x,y) = 0 y seaP; = (X+ €,y;) otro punto de la curva proximoRcomo en
la figura (). Llamemosb = T Q, la subtangente e®. Teniendo en cuenta qiRQ =y, la igualdad

(1) se escribe como
y(b+e)

T1Q1 = b
ComoT;Q; es casi igual 81 = P,Q1, Fermat escribe

f <x+e, y(b;e)) ~0

y a estaadigualdadle aplica su método para maximos y minimos. Es facil ver gqoecehducira a
una expresion patadada por

b=—

Que, usando que la tangente viene dadaypbyr podemos escribir, viendpcomo funcion (impli-

cita) dex, en la forma familiar
of
) 0x
LT
ay 7y
La idea de adigualdad en Fermat puede interpretarse algo asi como “cantidadistamente

proximas”. De alguna forma Fermat esté considerando catgglinfinitesimales.

(xy)

Es tentador expresar en términos actuales las ideas detfmraaalcular tangentes. Esencial-
mente, dado un puntd = (a, f(a)) en una curvgy = f(x), se trata de calcular la pendiente de la
curva enP. SeaQQ; un incremento d& Q en una cantidaé. Ya que los triangulo§ QPy PRT

son semejantes, se tiene
PQ TR

TQ E
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Pero, dice Fermal;R es casi igual #,R; por tanto tenemos ladigualdad

PQ PiQi—QP
TQ E

PonienddPQ= f(a), la igualdad anterior puede escribirse como:

P
P
R
E
E
T \ Q Q1

Figura 2. Célculo de la tangente

f(a) f(a+E)—f(a)
TQ E

Ahora, dice Fermat, se cancelan términos igualet(ar-E) — f(a), se divide poE y finalmente,
se ignoran los términos que aun contengafio que equivale a hacé = 0), y el resultado es la
pendiente de la tangente EnEsta claro que el procedimiento que indica Fermat es dguieaa

calcular ¢ By _f
. a —f(a
im f@+E) —f(@)
E—0 E
Naturalmente, a esta interpretacion se le pueden haceridasas observaciones que hicimos a la

interpretacion analoga del método para maximos y minimos.
Ejemplo.

Seaf (x) = x> — 2x+3 ya= 2. Entonced (2) = 3. Pongamos = T Qla longitud de la subtangente.
Tenemos laadigualdad
3 f(2+E)—f(2) 2E+E%

c_ =2+E
c E E +

HaciendoE = 0 se obtiene A& = 2, por la que la subtangente @s: 3/2 y el valor de la pendiente
de la tangente es/8 = 2 que, efectivamente es igual a la derivadd @ax = 2.
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1.2.3. Elmétodo de Roberval y de Torricelli para las tangergs

En 1630 Roberval y Torricelli descubrieron independiemsta un método para calcular tan-
gentes por medio de consideraciones cinematicas. Estelongtoapoya en dos ideas basicas: la
primera es la de considerar una curva como la trayectoriandgauoto mévil gue obedece a dos
movimientos simultaneamente, y la segunda es la de coasidgangente en un punto de la curva
como la direccion del movimiento en ese mismo punto. Si larr@ntre las velocidades de los dos
movimientos es conocida, la direccién del movimiento itesié se puede hallar mediante la ley
del paralelogramo. Ya en la antigliedad, Arquimedes hab#ousn método analogo para trazar la

tangente a su espiral.

Figura 3. Tangente a la cicloide

Consideremos una cicloide, esto es la curva que describento ge una circunferencia que
rueda sin deslizar. El punto que genera la cicloide tienevalwcidad angular igual a la velocidad
de avance horizontal, por tanto, su tangente en un @dist obtiene sumando el vector tangente
a la circunferencia generadora Bry un vector horizontal e?, y ambos vectores tienen igual

modulo.

Naturalmente, esta idea de la tangente solamente podtaraglia curvas mecanicas, si bien
tenia la virtud de relacionar geometria y dinamica siguwdad ideas de Galileo.

1.2.4. Eltriangulo diferencial de Barrow

Isaac Barrow (1630 - 1677) también dio un método para caltatayentes. Barrow era un
admirador de los gebmetras antiguos y edit6 las obras dédEsicApolonio y de Arquimedes, a
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la vez que publicaba sus propias obkastiones Optica€l669) yLectiones Geometricad670)

en la edicion de las cuales colabor6 Newton. El trataectiones Geometricage considera una
de las principales aportaciones al Calculo. En él Barrowajhacer una puesta al dia de todos los
ultimos descubrimientos, principalmente de problemasdgentes y cuadraturas. Barrow hace un
tratamiento detallado de todos estos problemas incluyeadoeptos como tiempo y movimiento
y usando métodos infinitesimales y métodos de indivisibles.

Una de las herramientas a las que saca gran partido es guloacaracteristico o triangulo
diferencial.

N M N M
Figura 4. Triangulo diferencial

Partiendo del triangulBRQ que resulta de un incremerR&, como este triangulo es semejante
al PNM, resulta que la pendiente de la tangeifdd/MN es igual aQR/PR Barrow afirma que
cuando el arc®P, es muy pequefio podemos identificarlo con el segmeQide la tangente en
P. El trianguloPRR de la figura de la derecha, en el c&dd, es considerado a la vez como un arco
de la curva y como parte de la tangente, esi@hgulo caracteristico o diferencialva habia sido
usado mucho antes por Pascal y otros en problemas de cuadratu

En la Leccion X deLectiones Barrow calcula la tangente a una curva, dada por una ecuacio
polinébmicaf(x,y) = 0, en un punto de la misnfa= (x,y) de la forma siguiente. PongamBs=
(x+ey-+a) un punto de la curva proximo Ry sustituyamos estas coordenadas en la ecuacion
f(x,y) = 0. En palabras de Barrow:

Rechacemos todos los términos en los que noahag (porque se anulan unos a otros por la
naturaleza de la curva); rechacemos todos los términossequiea o e estan por encima de

la primera potencia, o estdn multiplicados ambos (pordaeds infinitamente pequefios, no
tienen valor en comparacion con el resto).

Después de estas operaciones se puede calcular el catierfee es la pendiente de la curva en
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el puntoP.
Ejemplo.

Consideremos la curvé + Y3 = r3 y sigamos el método de Barrow para calcular su pendiente en
un puntoP = (x,y) de la misma. Como el punt® = (Xx+ e,y+ a) esté en la curva se tiene:

(x+€3+(y+a3®=r?

Esto es
X+ 3%+ 3@+ +y +3y?at+ 3y +ad=r3

Simplificamos usando qué +y® = r y eliminando las potencias dey e de grado mayor que
uno, y obtenemos

3x%e+3y’a=0
de donde resulta la pendiente:
a_ %
ey

Observa que este procedimiento equivale a quedarse cormdarapcion lineal de la funcién en
el puntoP y eso es como reemplazar el triang®BR en la figura de la izquierda por el triangulo
diferencial.

El método de Barrow es parecido al de Fermat, la diferenciguesBarrow considera incre-
mentos independientes de las dos variables con el progisitalcular el cocienta/e. Parece que
Barrow no conocia directamente la obra de Fermat.

1.3. Los inventores del Calculo

El método de Fermat para el calculo de valores maximos o ronta técnica para el calculo
de tangentes que, esencialmente, consistia en calculaciehte:

f(x+h)— f(x)

—n
realizando las operaciones algebraicas necesarias psairallar y simplificar el numerador y
después dividir poh para, finalmente, hacdr = 0, fueron aplicados en una gran variedad de
situaciones. La relacion entre ambos tipos de problemdsdaiando bien entendida: los valores
extremos se aobtenian en los puntos donde la pendiente dadenta se anulaba. Asi mismo,
de la multitud de casos particulares estudiados, emerg@estas regularidades que llevaron a
reformular las citadas técnicas de forma mas general. Refesha, aunque en el 1660 no se
disponia de un concepto general de derivada ni se conocétaladn crucial entre problemas de
tangentes y de areas, se habian desarrollado bastantetméfizcaces, aunque no rigurosos, para
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resolver muchos tipos de problemas de célculo. Solameltabdarealizar la gran sintesis de todo
el trabajo realizado desde 1630. Eso es lo que hicieron Neywt@ibniz.

La invencion del Calculo es uno de los grandes logros de laahigdad. ElI Calculo se ha
convertido en ldingua francade todas las ciencias. Ha sido, y sigue siendo, una herrtanien
fundamental para la comprension cientifica de la Naturaleza

En el dltimo tercio del siglo XVII, Newton (en 1664 - 1666) yibaiz (en 1675), de forma
independiente cada uno, inventaron el Calculo. Esto qdiece que:

e Unificaron y resumieron en dos conceptos generales, el elgraty derivada, la gran varie-
dad de técnicas diversas y de problemas que se abordabarétmtosparticulares.

e Desarrollaron un simbolismo y unas reglas formales de tiddllcque podian aplicarse a
funciones algebraicas y trascendentes, independientesgattguier significado geométrico,
gue hacia facil, casi automatico, el uso de dichos concegetosrales.

e Reconocieron la relaciéon inversa fundamental entre laaein y la integracion.

1.4. Newtony el calculo de fluxiones

Los principales descubrimientos matematicos de Newtoheango

del calculo infinitesimal datan de los llamadasni Mirabiles 1665

y 1666. La Universidad de Cambridge, en la que Newton se habia
graduado combachelor of artsen 1664, estuvo cerrada por la peste
esos dos afios. Newton pasé ese tiempo en su casa de Woasthorp
como él mismo reconocid cincuenta afios después, ése fudadpe
mas creativo de su vida.

Figura 5. Newton

Newton llamé a nuestra derivada ufiaxion — una razén de cambio o flujo; Leibniz vio la
derivada como una razén de diferencias infinitesimales hatad elcociente diferencialNewton
hizo sus primeros descubrimientos diez afios antes queit@jbien, sin embargo, fue el primero
en publicar sus resultados. A principios de 1665 desculisbetma del binomio y el calculo con
las series infinitas. A finales de ese mismo afio, el método ®miies, es decir, el calculo de
derivadas. En 1666 el método inverso de fluxiones y la ratagiire cuadraturas y fluxiones. En
esos dos afios también inicio las teorias de los colores yghavéacion universal. Newton tenia
24 afos, habia nacido el dia de Navidad de 1642.

Newton desarroll6 tres versiones de su célculo. En la DerAnalysi per aequationes numero

terminorum infinitasque Newton entregd a su maestro Barrow en 1669, y que puedi&ecarse
13



el escrito fundacional del Calculo, Newton usa conceptiisiiesimales de manera similar a como
hacia el propio Barrow.

Una segunda presentacion del Calculo es la que realiza Nantel libroMethodus fluxionum
et serierum infinitorumescrito hacia 1671 y que se public6 mucho después en 173@&oihle
considera cantidades variables que van fluyendo con el tieenfas que llam#éuentes Después
se introducen las razones de cambio instantaneas de lagefipanas que llam#uxiones que
son las derivadas respecto al tiempo de las fluentes. Neepoesentaba a las primeras por letras
XY,z ... y alas segundas por letras punteaxigsz, . ... Los incrementos de las fluentey, z,. . .,
los representa por medio de las correspondientes fluxionés fermaxo,yo,zq..., y los llama
momentosdondeo es entendido como un incremento infinitesimal de tiempo. thiedesarrolld
una serie de algoritmos y redujo muchos problemas comondiei&cion de tangentes, maximos
y minimos, areas y superficies, curvaturas, longitudes clesacentros de gravedad etc., a dos
problemas fundamentales que pueden formularse tantoramt& mecanicos como en términos
matematicos:

Problema 1 Determinacién de la velocidad de movimiento en un momentiedgo dado segin
un camino dado. De otro modo: dada la relacidon entre lasdzadgs fluentes, determinar la
relacion de las fluxiones.

Problema 2 Dada la velocidad de movimiento determinar el camino réadoen un tiempo dado.
Matematicamente: determinar la relacién entre las fluetdada la relacion entre las fluxio-
nes.

Hay que notar que Newton no piensa en términos de funcionelcsignificado actual de ese
término, sino que imagina curvas o superficies descritatapamriables, o sea, considera relacio-
nes entre las fluentes del tifgx,y,z,...) = 0, dondef para él es una expresion analitica finita
o infinita. Por tanto, el primer problema planteado puedesereomo un problema de derivacion
implicita: supuesta conocida la expresion analitica gtisfaeen las fluente§(x,y,z,...) =0, ob-
tener la expresion analiti¢a(x,y,z,x,y, z ... ) = 0 que satisfacen las fluxiones. Para este problema,
Newton introdujo un algoritmo que sistematizaba los caélkeulecesarios. Por ejemplo, sea la curva
de ecuacion

xC—aX +axy—y> =0

Sustituyendo ey por X+ Xo e y + yo respectivamente, tenemos:

(3 4 3%0¥ 4 3%20?x+ x30%) — a(x® + 2%ox+ x20%) +
+a(Xy-+ X0y yox-+ Xyo”) — (y° + 3yoxX + 3y°0’y+y°0%) = 0
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Teniendo en cuenta ahora gxie— ax2 + axy— y® = 0, dividiendo por y despreciando los deméas
términos que contengancaresulta

3%¢ — 2axx+ axy -+ axy — 3yy> = 0

Esta es la relacion que satisfacen las fluxiones. A partidldegpaede obtenerse la tangente a la
curvax® — ax? + axy— y° = 0 en cualquier punt¢x,y) de la misma, que viene dada por:

3x% — 2ax+ ay
3y2 —ax

Como ya hemos indicado, Newton aplica los resultados sametéls y fluxiones a la resolucion de
multitud de problemas. Por ejemplo, con respecto a los enads de maximos y minimos, escribe:

X<

Cuando una cantidad es la mas grande o la mas pequefia, en memtmsu fluir ni crece
ni decrece: si creciera, eso probaria que era menor y queelsique seria mas grande que
lo que ahora es, y reciprocamente pasaria si decrecierecasilese su fluxion como se ha
explicado en el problema 1 e igudlese a cero.

De nuevo, Newton usa el teorema fundamental del célculorpat@ar cuadraturas. Escribe:

Problema 9: Determinar el area de cualquier curva propuesta

La resolucion del problema esta basada en el establecorieria relacion entre la cantidad
fluente y su fluxién (problema 2).

Newton reduce la integracion al proceso inverso del caldeldluxiones, esto es, al calculo de
primitivas.

El problema 2, es mucho mas dificil que el problema 1, puesati de resolver una ecuaciéon
diferencial que puede ser muy general. Newton considerasvposibilidades resolviendo algunos
casos particulares. Para ello utilizé técnicas de caloalprimitivas y de desarrollos en serie.

EnDe Quadratura Curvarurmescrita en 1676 y publicada en 1704, Newton propone fundame
tar su calculo de fluxiones en lo que llama&ones primera y Ultima de incrementos evanescentes
De esa forma se refiere Newton a los cocientes de los incremigtiiinitesimales de las cantidades
variables, y su objetivo es determinarlos en el momento erdgplnas cantidades nacen desde cero
(“razén primera”) o se anulan (“razén altima”). Un ejemplaudara a entender el significado de es-
tas ideas. En la introduccién de la citada obra, Newton talaifluxién dex". Para ello, considera
un incrementm de forma que pasa &+ 0. Entonces" se convierte en

nn-1) , 5

(X+0)"=x"+noX 1+ 50X
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Los incrementos dey X", a saber,

nn-1) , ,»

oy no>€‘*1+To X2
estan entre si en la misma razén que
nin—1
1 a nx”1+%ox”2+m

Dice Newton “dejemos ahora que los incrementos se anuleniljiswa proporcion sera 1@ 1:
por tanto, la fluxion de la cantidades a la fluxion de la cantidad como 1 :nx*~1”,

Hay distintas interpretaciones de las razones que llevardewton a exponer su célculo de
una u otra forma. La mas extendida es que su intencion eraguinsina fundamentacioén riguro-
sa del mismo. La primera exposicién, basada en el conceptardiglad infinitesimal, entendida
como una cantidad menor que cualquier cantidad positiva pemnula, presentaba problemas de
coherencia logica de los que Newton era muy consciente. &prepias palabras, su calculo estaba
“concisamente explicado mas que exactamente demostrado”

En Methodus Fluxionum et Serierum Infinitaryt671), el concepto béasico es el de cantidad
en movimiento o que fluye continuamente en el tiempo. Las iatgs estdn generadas por el
movimiento continuo y no por agregacion de cantidades tefimhales; la idea basica es la de
continuidad tal como se observa en los procesos de la NezaraQuizas Newton pretendia de
esta forma evitar el uso de “infinitesimales estaticos o gdooos”, pero lo que realmente hizo
fue sustituirlos por los infinitesimales de tiempo usadaa pafinir los momentos de las fluentes.
Conviene advertir que lo que Newton considera es la absiraotatematica analoga al tiempo, es
decir, una magnitud independiente imaginaria abstractaflgye uniformemente y con la que se
relacionan todas las fluentes. Puede verse aqui un intehtewdion por evitar los problemas mate-
méticos del continuo (infinitesimales, indivisibles) ysledarlos al mundo fisico, a la continuidad
de los procesos naturales y al movimiento. Por otra parteidieaceptaba como algo dado la idea
intuitiva de velocidad instantdnea de las fluentes, no legi&apreciso definirla.

En Quadrature of Curve1676), Newton expresa su proposito de abandonar por ctonple
el uso de cantidades infinitesimales. Manifiesta en esté&eemiie“errores quam minimi in re-
bus mathematicis non sunt contemnendisto es, que en matematicas ni siquiera los errores mas
pequefios pueden ser admitidos. Y eso es justamente lo gueeisednando se despreciaban en
los calculos cantidades infinitesimales. Seguidamentmaa su teoria de ldsazones primera
y Ultima de cantidades evanescenteB5tas ideas sefialan claramente al concepto matematico de
limite. Lo que expresa, a su manera, Newton es, en términoales, el limite de un cociente de
funciones que se anulan. Pero estamos en el siglo XVl y sesitatan casi 200 afios para precisar
matematicamente el concepto de limite. Debemos notar quoNeisa dicho concepto a partir de
la intuicion mecanica del movimiento.
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Por velocidad ultima se entiende aquella con la que el cusrpoueve, no antes de alcanzar el
punto final y cesa, por consiguiente, el movimiento, ni tacopaespués de haberlo alcanzado,
sino aquella con la que se mueve cuando lo alcanza, estowsslaagelocidad con la que el
cuerpo alcanza el punto final y aquella con la que cesa el nienim De igual manera, ha de
entenderse por razon Ultima de cantidades evanescentagplade cantidades, no antes de
gue desaparezcan, ni después de desaparecidas, sinaaqudl que desaparecen.

Newton tenia su particular idea de “limite”.

Las razones ultimas con las que tales cantidades desapaecealidad no son razones de
cantidades ultimas, sino limites a los que tiende a acercsmpre las razones de cantida-
des continuamente decrecientes, limites a los que puedecasse mas que una diferencia
dada, pero nunca traspasarlo, ni tampoco alcanzarlo amtsedas cantidades disminuyan in
infinitum.

La teoria de las razones ultimas puede verse como una t@wfadtica de limites. Con esta teoria,
Newton pretendia recuperar el rigor de la geometria de lmdedad.

[...]investigar las razones primeray Ultima de cantiddihtss, nacientes o0 evanescentes, es-
ta en armonia con la geometria de los antiguos; y me he edfoersprobar que, en el método
de fluxiones, no es necesario introducir en la geometriadzatgs infinitamente pequefias.

Otros autores opinan que estos tres métodos empleados wrrNesponden, mas que a fun-
damentar con rigor su célculo, a distintos propositos. lAggoria de fluxiones proporciona méto-
dos heuristicos de descubrimiento y algoritmos Utiles gbealculo; la teoria de “razones primera
y ultima” serviria al propésito de proporcionar demoswaes convincentes y el uso de los infini-
tésimos serviria para proporcionar atajos a las pruebasigoéssas. Newton usé simultaneamente
estas tres aproximaciones en la resolucién de una gramadrae problemas.

Newton realizé también contribuciones importantes endddede ecuaciones, donde podemos
destacar las “identidades de Newton” para la suma de las@agede las raices de una ecuacion
polinébmica, y a la teoria de curvas, siendo notable su dasifin de las curvas de tercer grado.

Considerando la matematica desde el comienzo del munda laaspoca de Newton,
lo que él ha hecho es, con mucho, la mitad mejor. Leibniz

Las tres obras consideradas, escritas entre 1666 y 1676bkegpon ya en el siglo XVIII, por
eso la primera noticia impresa de la teoria de fluxiones ajgarde forma bastante circunstancial,
en la obra magna de Newtéthilosophiae Naturalis Principia Mathematicauya primera edicion
se hizo en 1687. LoBrincipia consta de tres libros escritos en el estilo tradicional adaara de
los Elementogle Euclides, y su lenguaje es principalmente el de la getarsitética.
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Los Principia estan considerados como la obra cientifica mas importarttelde los tiempos
y una hazafia intelectual incomparable por sus logros y susecaencias. En dicha obra New-
ton estable los fundamentos de la mecéanica y enuncia laséiesres leyes del movimiento, asi
como la ley de la gravitacion universal. En los dos primeilo®$, se estudia el movimiento de
los cuerpos en el vacio y en un medio resistente. Newton demlatematicamente las tres leyes
que Kepler habia obtenido empiricamente. En el libro uldido Sobre el Sistema del Mundo
Newton desarrolla la mecénica celeste. Hace un detalldddiesie los movimientos de la Luna,
explicando las causas de las mareas. Calcula la masa daedrBi@specto a la de la Tierra, estudia
la precesion de los equinoccios, predice el achatamienkm Herra por los polos .. ..

En los Principia el mundo aparece como un sistema ordenado y armonioso ere ¢bdi,
los cielos, la tierra y el mar, obedecen unas pocas leyesmatitas fundamentales. A partir de
Newton quedara claro que no hay diferencias entre un muridorer y otro supralunar, ni entre
la Tierra y el Cielo; las leyes de la Naturaleza no hacen eliséimciones y en todas partes del
Universo los procesos obedecen a las mismas leyes natinetesables.

El Universo newtoniano es un Cosmos diafano y sereno ofrexid exploracion racional del
hombre. La gran obra de Newton proporcionara a la llustna@n el siglo XVIII, la base cientifica
necesaria para acabar con una concepcién conservadoralytste del poder politico apoyada en
dogmaticas concepciones religiosas.

El prestigio y admiracién que gozé Newton en vida queda eftegn las palabras de Alexan-
der Pope:

Nature, and Nature's Laws lay hid in Night:
God said,Let Newton be- and All was light.

Y ¢qué pensaba el propio Newton de si mismo? Escuchemos labsagaya casi al final de su
vida.

No sé como puedo ser visto por el mundo, pero a mi me parecesidbeolamente como un
nifio que juega al borde del mar, y que se divierte al encotraez en cuando una piedra mas
pulida o una concha mas bonita de lo normal, mientras queaal @zéano de la verdad yace
ante mi completamente desconocido.

Newton muri6 en la noche del 20 de marzo de 1727, y fue entewad grandes honores en la
abadia de Westminster entre los grandes hombres de Imglater
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1.5. Leibniz y el calculo de diferencias

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) naci6 en Leipzig ékha-

nia) en el seno de una piadosa familia luterana. A los quifios a

entré en la Universidad de su ciudad natal donde estudié tara g

variedad de materias incluyendo derecho, teologia, filmgomate-

maéticas. Se doctor0 a la edad de 21 afios en la UniversidaddtafAl

en Nuremberg, donde le fue ofrecido un puesto de profesoélqee

chazo.

A lo largo de su vida, Leibniz realiz6 multiples actividad€omo

abogado y diplomatico trabajé para el Principe elector aspo

Figura 6. Leibniz de Maguncia y, desde 1676 hasta su muerte, para los Duques de
Brunswick-Luneburgo (conocidos como principes electodes
Hanover desde 1692), lo que le llevé a viajar por gran parte de
Europa. Inventé una maquina de calcular, la primera madgiereste

tipo capaz de realizar las operaciones de multiplicacidnsidn y extraccién de raices cuadra-
das. Como ingeniero trabajo en prensas hidraulicas, nstirosiento y desarrollé proyectos para
drenar el agua de las minas de plata de las montafias de HaxBajal Sajonia. Como historia-
dor escribié la historia de la casa de Brunswick, realizamdchas investigaciones genealdgicas.
Trabaj6 también como bibliotecario en la ciudad de Hanover.

Leibniz fue un pensador profundo. Como fildsofo se propusodaciéon de un algebra del pen-
samiento humano, algo asi como un lenguaje simbdlico ws@l@ara escribir los razonamientos
con simbolos y férmulas, cuyas reglas de combinacién pienanit reducir todo discurso racional a
célculos rutinarios. Esto explica el gran interés de Leilem desarrollar una notacion matematica
apropiada para su calculo; de hecho, su notacién, muy sugeld de Newton, es la que usamos
actualmente. Leibniz fundé la Academia de Ciencias de Berli1700 y fue su primer presidente;
también fue uno de los fundadores de la primera revistaifienalemana, eActa Eruditorum

Aunque Leibniz publicé poco, mantuvo correspondencia cds oe 600 eruditos y se han
conservado sus manuscritos que estan en el archivo quellexambre en la ciudad de Hannover.
Las contribuciones de Leibniz al algebra (determinantesolucion de ecuaciones), la historia
natural, la geologia y la linglistica son también impogant

En 1672, estando en Paris en misién diplomatica, Leibnizsgéd intensamente al estudio
de la matematica superior teniendo como guia al matematfésicp Christian Huygens (1629
- 1695). En los afios 1673 y 1676 realiz6, también en misidlomifitica, dos viajes a Londres
donde tuvo acceso al manuscrito de Newb@Analysj circunstancia que se uso para acusar, hoy
sabemaos que sin motivo alguno, a Leibniz de plagio cuandocskijo la agria controversia sobre
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la prioridad en el descubrimiento del Calculo. Los progsesatematicos realizados por Leibniz
en estos cuatro anos fueron extraordinarios.

En las matematicas de Leibniz son importantes los estudlwe sucesiones numéricas y sus
sucesiones de diferencias consecutivas asociadas. Dadacgsion de niUmeros:

a1, a,33,a4,...,8n-1,an,- ..

Podemos formar la sucesion de sus diferencias primeras:
by=a,bp=ay—a;,b3=az—ay,by=as—az,...,.bh=a,—an_1,...
Leibniz se habia dado cuenta de la relacion:
by +by+bz+---+by=a,

lo que indica que las sucesiones de diferencias pueden serféailmente, y que el proceso de
formar la sucesion de diferencias y después sumarla rexlgpsucesion inicial, es decir, que se
trata de operaciones inversas una de la otra. Esta semdla cuando se lleva al campo de la
geometria, conduce al concepto central del calculo de izdpre es el de “diferencial”, el cual
tuvo para él diferentes significados en distintas épocas.

Leibniz consideraba una curva como un poligono de infinaded$ de longitud infinitesimal.
Con una tal curva se asocia una sucesion de absgisasxs, Xs,... Y una sucesion de ordenadas
Y1,Y2,¥3,Y4,... donde los puntogx;,y;) estan todos ellos en la curva y son algo asi como los
“vértices” de la poligonal de infinitos lados que forma laweurLa diferencia entre dos valores
sucesivos d& es llamada laiferencialdexy se representa poixdsignificado analogo tieneydEl
diferencial & es una cantidad fija, no nula, infinitamente pequefia en camiparcorx, de hecho
es una cantidad infinitesimal. Los lados del poligono qustitoge la curva son representados por
ds. Resulta asi dtidngulo caracteristicale Leibniz que es el mismo que ya habia sido considerado
por Barrow.

Curiosamente, los términos “abscisa”, “ordenada” y “ceodatlas”, tan propios de la geometria
analitica, no fueron usados nunca por Descartes sino qudetndios a Leibniz; y mientras que
nosotros hablamos de “diferenciales”, Leibniz siemprdadiabde “diferencias”.

El triangulo caracteristico tiene lados infinitesimales di/, ds y se verifica la relaciofnds)? =
(dx)2 + (dy)2. El lado & sobre la curva o poligono se hace coincidir con la tangentecarva
en el punto(x,y). La pendiente de dicha tangente viene dada%olque es un cociente de dife-
renciales al que Leibniz llaméociente diferencialLeibniz nunca consideré la derivada como un
limite.
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ds dy

dx

X

Figura 7. Triangulo caracteristico

Leibniz investigd durante algun tiempo hasta encontrardgtas correctas para diferenciar
productos y cocientes. Dichas reglas se expresan facéneentsu notacion diferencial:

d(xy) = ydx + xdy, d (3)

ydx — xdy
= T

La manera en que Leibniz llegéd a estas férmulas pudo ser cigme. onsideremaos

<< (8) (8)

n+1 n
Znt1— Zn = Xn+1 Z Yj+Yn+1 Z Xj (3
=1 =1

>

Entonces

Si interpretamos, al estilo de Leibniz, guee y; son diferencias de valores consecutivos de las
cantidades e y respectivamente, entonces los valores de dichas cargidgaderan dados por las
sumas respectivas— ZT:1XJ' ey= z?ilyj , mientras que X=X, 1y dy = yn1 por ser diferencias

de valores consecutivos. De la misma forma, — z, seria la diferencial de= xy. Por tanto, la
igualdad3 es interpretada por Leibniz en la forméxg) = xdy + ydx, lo que lleva a la regla para

la diferencial de un producto.

A partir de la regla para la diferencial de un producto, Lalmbtuvo la regla correspondiente
para la diferencial de un cociente= ;—j Poniendax = zy se tiene que xi= ydz + zdy, de donde
despejando - resulta:

_dx—zdy X—Jdy  ydx —xdy
y y y2

Ademas, dicha notacion tiene una gran potencialidad hmari€omo ya hemos visto al estudiar
la derivada de una funcién compuesta.

dz
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Figura 8. Aproximaciéon de una cuadratura

Consideremos ahora una curva como la de la fi§wan una sucesion de ordenadas trazadas
a intervalos de longitud unidad. La suma de las ordenadaseeaproximacion de la cuadratura de
la curva (del area bajo la curva), y la diferencia entre ddsmadas sucesivas es aproximadamente
igual a la pendiente de la correspondiente tangente. CuadE@equefa se elija la unidad 1, tanto
mejor seran estas aproximaciones. Leibniz razonaba gqaeusidad pudiera ser tomad#inita-
mente pequefj@stas aproximaciones se harian exactas, esto es, latcuad®eria igual a la suma
de las ordenadas, y la pendiente de la tangente seria igaai#tencia de dos ordenadas suce-
sivas. Como las operaciones de tomar diferencias y sumaestprocas entre si, dedujo Leibniz
que el calculo de cuadraturas y de tangentes también ereacapees inversas una de otra.

Las investigaciones de Leibniz sobre la integracién y glearide sus notaciones para la integral
y los diferenciales, pueden seguirse con todo detalle esemade manuscritos del 25 de octubre
al 11 de noviembre de 1675. Nos ocuparemos de ello en el kag#dicado a la integracion. En
1676 Leibniz ya habia obtenido practicamente todos lodtegls descubiertos por Newton un
poco antes.

La primera publicacién sobre calculo diferencial fue elcatb de LeibnizNova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fracdsirrationales quantitates moratur,
et singulare pro illis calculi genysque fue publicado eActa Eruditorumhace ya mas de tres
siglos, en 1684. En este trabajo, Leibniz definia el diféetrdy de forma que evitaba el uso de las
sospechosas cantidades infinitesimales. Poco despué&8@&n_kibniz publicé un trabajo con sus
estudios sobre la integracion.

Reconocido hoy dia como un genio universal, Leibniz vivié 8ltimos afios en Hannover en
un aislamiento cada vez mayor y murié el 14 de noviembre dé.1Y%u entierro solamente asistio
Su secretario.
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1.6. Desarrollo del célculo diferencial

Aunque las publicaciones de Leibniz eran breves y difidk$eer, su calculo, mas sencillo de
entender que el de Newton y provisto de una excelente natakidnfé pronto en el continente
europeo logrando grandes éxitos, mientras que en Ingldeefidelidad a la teoria de fluxiones y a
la notacién newtoniana condujo a un cierto aislamientaagto por sentimientos nacionales y la
disputa sobre la prioridad, y no consigui6é éxitos compasahllos del continente.

Los hermanos Jakob y Johann Bernoulli, matematicos y pdfesle la universidad de Basi-
lea, estudiaron los trabajos de Leibniz con quien iniciana productiva correspondencia. A partir
de 1690 publicaron una serie de trabajos eAah Eruditorumy en otras revistas, poniendo de
manifiesto que el célculo de Leibniz era una herramientarpgdeaon la que habia que contar. Para
divulgar dicha herramienta era preciso un buen libro detgue explicara con detalle los porme-
nores del nuevo calculo. Dicho libro aparecié bien pronin1@96, y su autor fue el matematico
y noble francés Guillaume Francois, marqués de L'HopithtitElo del libro, del que ya hemos
dado noticia en anteriores capitulos, Aralyse des infiniment petits pour lintelligence des lignes
courbes Hoy sabemos que los resultados originales que apareceanhenlithro son debidos no a
L'H6pital sino a su profesor Johann Bernoulli.

En su libro, L'Hépital desarrollaba el célculo diferencial como habia sido concebido por
Leibniz, es decir, usando cantidades infinitesimales @ajlie se establecian ciertas reglas de
célculo. La definicion de diferencial es como sigtlea parte infinitamente pequefia en que una
cantidad variable es aumentada o disminuida de manera oatise llama la diferencial de esta
cantidad”. Para trabajar con infinitésimos se establece la siguiegta:fDos cantidades cuya
diferencia es otra cantidad infinitamente pequefia puedEmdambiarse una por la otra”

Los escritos de los Bernoulli, Leibniz y L'Hopital populzairon el calculo leibniziano y ya en
la primera década del siglo XVIII otros matematicos se agaron por él. La potencialidad del
concepto de derivada se puso de manifiesto en las aplicadiehealculo a la fisica newtoniana.

Para no hacer excesivamente larga esta exposicion, voymirasnuy esquematicamente los
puntos clave en el desarrollo del célculo diferencial.

e El descubrimiento en 1715 por Brook Taylor de las llamadeesée Taylor, que se convir-
tieron en una herramienta basica para el desarrollo dalloglda resolucion de ecuaciones
diferenciales.

e El extraordinario trabajo, tanto por su asombrosa amplitutho por sus notables descu-
brimientos, de Leonhard Euler (1707 - 1783) que, sin dudda digjura principal de las
matematicas en el siglo XVIII. En sus tres grandes trataef@jtos en latinintroductio in
analysin infinitorum(1748), Institutiones calculi differentiale€l755) elnstitutiones calculi
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integralis (1768), Euler dio al célculo la forma que conservé hastaisigrtercio del siglo
XIX. El célculo, que inicialmente era un célculo de variabte mas exactamente, de canti-
dades geométricas variables, y de ecuaciones, se fueomaasfdo, por influencia de Euler,
en un célculo de funciones.

e Lapropuesta de Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) de fiendanel calculo sobre un al-
gebra formal de series de potencias. Si bien la idea de Lggdmevitar el uso de limites no
era acertada, su propuesta, concretada en suldlg@arie des fonctions analytiquék797),
tuvo el efecto de liberar el concepto de derivada de susfigigciones mas tradicionales.
De hecho, la terminologia “funcién derivada”, asi como ltanin f'(x) para representar la
derivada de una funcioh, fueron introducidas por Lagrange en dicho texto. A padieste
momento la derivada deja de ser algo de naturaleza impi@cisign o cociente diferencial)
y empieza a ser considerada simplemente como una funcion.

e Los problemas planteados por las series de Fourier. Digres$acen sus primeras apari-
ciones a mitad del siglo XVIII en relaciéon con el problema delierda vibrante, y nacen
oficialmente en el trabajo de Joseph Fourier (1768 - 188@)prie analytique de la chaleur
(1822). Tales series plantean problemas relacionadosasadédas centrales del analisis: el
concepto de funcién, el significado de la integral y los psosede convergencia.

e Elproceso de “algebraizacion del analisis” que tiene legdos dos Ultimos tercios del siglo
XIX 'y que culmina con la fundamentacién del analisis sobi@aktepto de limite (Bolzano,
Cauchy, Weierstrass) y la teoria de los nimeros reales KivefjeCantor). Lo esencial de
este proceso ya ha sido considerado en el tema anterior.
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